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Résumé
Soit C une courbe lisse irréductible de degré d et de genre g de Pr . On donne des conditions suffisantes
pour qu’il existe une hypersurface de degré n contenant C avec une multiplicité k.
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1. Introduction
On désigne par Pr l’espace projectif de dimension r . Si F est un faisceau sur Pr , on note
F(n) = F ⊗O(n). On désigne par Hi(F ) le ième groupe de cohomologie et hi(F ) sa dimen-
sion comme espace vectoriel sur le corps de base. Si X est une sous-variété de Pr on notera IX/P r
le faisceau d’ideaux définissant X et OX le faisceau structural de X. On s’interesse à la question
suivante : Déterminer n pour que H 0(I kX/P r (n)) = 0. On traite ici le cas d’une courbe. Si C est
une courbe lisse irréductible de degré d et de genre g, on souhaite avoir des conditions suffisantes
explicites et maniables pour qu’il existe une hypersurface de degré n ayant une multiplicité k le
long de la courbe C. Cette question naturelle ne semble pas avoir été traitée malgré les travaux
récents liés à la régularité de Castelnuovo-Mumford des puissances de faisceaux d’idéaux [1].
Les conditions obtenues ici sont très simples et peuvent être vérifiées très facilement. Ceci ne
semble pas avoir été remarqué auparavant. Le principe utilisé peut théoriquement s’appliquer si
on remplace la courbe par une sous-variété de dimension plus grande de Pr . Mais les calculs de-
viennent plus compliqués. Le corps de base est supposé algébriquement clos. Une autre approche
consisterait à montrer que χ(IkC(n)) = 0 et que hi(I kC(n)) = 0 pour i > 0 en utilisant [1]. Mais
le résultat obtenu est moins bon. La recherche d’hypersurfaces de degré donné passant par des
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J. D’Almeida / Bull. Sci. math. 136 (2012) 144–148 145points de l’espace projectif avec des multiplicités prescrites est un sujet qui a été abondamment
étudié en particulier à cause de la conjecture de Nagata liée au 14-ème problème de Hilbert.
2. Un petit calcul
Lemme 2.1. Soit C une courbe lisse irréductible de degré d et de genre g de Pr . On note IC le
faisceau d’idéaux de C dans Pr . On a alors
χ
(
I kC(n)
)= Crn+r − dnCk−1k+r−2 + d(r + 1)Ck−2k+r−2 + (g − 1)
(
Ck−2k+r−2 + Ck−1k+r−1
)
où χ désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré du faisceau.
Preuve. On note N le fibré normal de C dans Pr . On a Nv = IC/I 2C où v désigne le dual. On a
alors pour les puissances symétriques SymlNv = I lC/I l+1C et donc
χ
(
I lC(n)
)= χ(I l+1C (n)
)+ χ((SymlNv)(n))
En écrivant cette égalité pour l = 1, . . . , k − 1 et en additionnant, on obtient
χ
(
IC(n)
)= χ(I kC(n)
)+ χ(Nv(n))+ · · · + χ((Symk−1Nv)(n))
On sait que
χ
(
IC(n)
)= Crn+r − (nd + 1 − g)
Pour avoir χ(IkC(n)) il ne reste donc qu’ à calculer les χ((Sym
lNv)(n)). La suite exacte
0 → TC → TP r ⊗OC → N → 0
et la suite exacte d’Euler
0 →O→Or+1P r (1) → TP r → 0
permettent d’obtenir la première classe de Chern de N ,
c1(N) = (r + 1)d + (2g − 2)
Le rang du fibré SymlNv est Cr−2l+r−2. La première classe de Chern de Sym
lNv est
(
l + C1r−2(l − 1) + C2r−1(l − 2) + · · ·
)
c1
(
Nv
)
On écrit alors la formule de Riemann–Roch
χ
((
SymlNv
)
(n)
)= c1
((
SymlNv
)
(n)
)+ rg(SymlNv)(1 − g)
avec
c1
((
SymlNv
)
(n)
)= c1
(
SymlNv
)+ rg(SymlNv)nd
où rg désigne le rang. On additionne et on regroupe convenablement les termes. En particulier si
r = 3 on a
χ
(
I k
C/P 3(n)
)= C3n+3 − k(k + 1)nd/2 + 2(k − 1)k(k + 1)d/3
+ k(k + 1)(2k + 1)(g − 1)/6 
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Théorème 3.1. Soit C une courbe lisse irréductible de degré d et de genre g de Pr . On note IC
le faisceau d’idéaux définissant la courbe C dans Pr , OC le faisceau structural de C et ωC le
fibré canonique. Soient n et k deux entiers tels que
h1
(OC(n)
)= 0
h1
(OC(n − 3l) ⊗
(
ω−1C
)⊗l)= 0
pour l = 1, . . . , k − 1,
χ
(
I kC(n)
)
> 0
Alors il existe une hypersurface de degré n de P r ayant une multiplicité k le long de C.
Preuve. Soit N le fibré normal de C dans Pr . Il est de rang r − 1. Son dual est donc Nv =∧r−2
N ⊗ (det N)v . La suite exacte
0 → TC → TP r ⊗OC → N
et la suite exacte d’Euler donnent que N est un quotient de Or+1C (1). Le fibré Nv est donc un
quotient de
r−2∧
Or+1C (1) ⊗ (det N)v = Cr−2r+1OC(r − 2) ⊗ (det N)v
Or
det(N) =OC(r + 1) ⊗ ωC
Le fibré (SymlNv)(n) est donc un quotient d’un certain nombre de copies du fibré en droites
OC
(
l(r − 2))⊗ (det(N)v)⊗l =OC(n − 3l) ⊗
(
ω−1C
)⊗l
Il en résulte donc que h1((SymlNv)(n)) = 0 pour l = 1, . . . , k − 1. La suite exacte
0 → I l+1C → I lC → SymlNv → 0
donne
h0
(
I lC(n)
)
 h0
(
I l+1C (n)
)+ h0((SymlNv)(n))
En écrivant ceci pour l = 1, . . . , k − 1 et en additionnant, on obtient
h0
(
I kC(n)
)
 h0
(
IC(n)
)−
k−1∑
l=1
h0
((
SymlNv
)
(n)
)
Comme les h1((SymlNv)(n)) sont nuls ceci s’écrit encore
h0
(
I kC(n)
)
 h0
(
IC(n)
)−
k−1∑
l=1
χ
((
SymlNv
)
(n)
)
En tenant compte des calculs effectués dans la preuve du lemme ceci s’écrit
h0
(
I k (n)
)
 h0
(
IC(n)
)− χ(IC(n)
)− χ(I k (n))= χ(I k (n))+ h1(IC(n)
)− h2(IC(n)
)C C C
J. D’Almeida / Bull. Sci. math. 136 (2012) 144–148 147En effet hi(IC(n)) = 0 pour i  3. Par ailleurs
h2
(
IC(n)
)= h1(OC(n)
)= 0
On a donc
h0
(
I kC(n)
)
 χ
(
I kC(n)
)
> 0
Un élément non nul de H 0(I kC(n)) est une hypersurface de degré n ayant une multiplicité k le
long de la courbe C. 
Corollaire 3.2. Soit C une courbe lisse irréductible de degré d et de genre g de Pr . Soient n et
k tels que
nd > 2g − 2
(n − 3l)d − l(2g − 2) > 2g − 2
pour l = 1, . . . , k − 1,
χ
(
I kC/P r (n)
)
> 0
Alors il existe une hypersurface de Pr de degré n ayant une multiplicité k le long de la courbe C.
Preuve. Immédiate car h1(L) = 0 pour tout fibré en droites sur C tel que deg(L) > 2g − 2. Il
suffit donc de vérifier trois inégalités portant sur d,g, r, n, k. 
4. Exemple et remarques
On pose s(J ) = min{n,h0(J (n)) = 0}. On a evidemment s(I k+lC )  s(I kC) + s(I lC). On dit
que la suite sk = s(I kC) est sous-additive. Il en résulte que la suite sk/k est convergente. Plus
exactement
lim
k→∞ sk/k = inf {sk/k, k > 0}
On définit également d(J ) = min{n/J (n) est engendré par ses sections globales} et reg(J ) =
min{n/J est n-régulier}. On dit que J est n-régulier si hi(J (n − i)) = 0 pour tout i > 0. On
sait que s(J ) d(J ) reg(J ) et que
lim
k→∞ sk/k  limk→∞d
(
I kC
)
/k = lim
k→∞ reg
(
I kC
)
/k
L’égalité est établie dans [2]. Plus exactement
lim
k→∞d
(
I kC
)
/k = lim
k→∞ reg
(
I kC
)
/k = min{t ∈ R/μ(tH) − E est nef}
où μ est l’éclaté de IC dans Pr , H la classe d’un hyperplan, E le diviseur exceptionnel. Montrons
que l’inégalité peut être stricte. Soit C une courbe de degré 8 et de genre 5 de P3. Le corollaire
s’applique avec n = 7 et k = 2. Le schéma de Hilbert des courbes lisses de P3 de degré 8 et de
genre 5 est irréductible. Une courbe générique a une résolution
0 →O2
P 3(−6) →O8P 3(−5) →O7P 3(−4) → IC → 0
[3]. Elle est 4-régulière et on a s1 = d1 = r1 = 4. La courbe générique a 10 quadrisécantes. Toute
surface de degré 7 contenant la courbe avec une multiplicité 2, contient les quadrisécantes. En
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degré 4k − 1 contenant C avec une multiplicité k, contient les quadrisécantes de C. Il en résulte
que I kC(4k − 1) n’est pas engendré par ses sections globales donc dk = d(I kC) 4k d’où
lim
k→∞dk/k  4
Par ailleurs la suite sk = s(I kC) étant sous-additive, on a
lim
k→∞ sk/k = inf (sk/k) s2/2 = 7/2
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